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Н. М. Кащенко, С. В. Мациевский 
 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ Z-СХЕМЫ 
В МОДЕЛИ НЕУСТОЙЧИВОСТИ РЭЛЕЯ — ТЕЙЛОРА 

 
Рассмотрена нелинейная разностная схема решения уравнений пе-

реноса в рамках моделей неустойчивости Рэлея — Тейлора в экватори-
альной области ионосферы Земли. Для тестовых задач численно под-
тверждена монотонность построенной схемы. Получено эксперимен-
тальное значение порядка аппроксимации предлагаемого метода нели-
нейной коррекции разностной схемы. 

 
A nonlinear finite-differential scheme for solution of convection-diffusion 

equation in the field of models of Rayleigh-Taylor instability in the equatorial 
region of Earth ionosphere is considered. For test tasks monotony of the con-
structed scheme is in number confirmed. Experimental value of an order of 
approximation of the offered method of nonlinear correction of the finite-
differential scheme is received. 

 
Ключевые слова: конечно-разностная схема, нелинейность, уравнение пе-

реноса, монотонность, неустойчивость Рэлея — Тейлора, ионосфера Земли. 
 

Key words: finite-differential scheme, nonlinearity, convection-diffusion equa-
tion, monotony, Rayleigh-Taylor instability, Earth ionosphere. 

© Кащенко Н. М., Мациевский С. В., 2016 
Вестник Балтийского федерального университета им. И. Канта. 2016.  
Сер. : Физико-математические и технические науки. № 1. С. 18—25. 



Использование Z-схемы в модели неустойчивости Рэлея — Тейлора 

 

19 19

При исследовании неустойчивости Рэлея — Тейлора (НРТ) в эква-
ториальной ионосфере используется, в соответствии с работами [1—5], 
подход с приближениями тепловой, равновесной плазмы, поэтому бу-
дем рассматривать ионосферу как сплошную среду и воспользуемся 
для ее моделирования уравнениями магнитной гидродинамики. Со-
гласно Б. Н. Гершману [2], систему уравнений Максвелла и гидродина-
мических уравнений с учетом электромагнитных сил можно записать в 
виде, включающем пять уравнений: непрерывности, движения ионов и 
электронов, теплопроводности ионов и электронов, потенциальности 
электрического поля и непрерывности электрического тока [1; 4]: 
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, Qj, Lj, mj, ej, pj, jn, jl, Tj, qj, Gj, Pj — соответственно концентра-

ция, дрейфовая скорость, скорости образования и потерь, масса, заряд, дав-
ление, частоты соударений с нейтралами, частоты соударений между заря-
женными частицами, температура, плотность теплового потока, скорость 
нагрева и скорость охлаждения частиц сорта j; k — постоянная Больцмана; 
j


 — плотность тока; E


 — напряженность электрического поля. 
Вследствие замагниченности ионосферной плазмы F-области при 

использовании приближений нейтральности ионосферной плазмы, 
выполнении условия электростатики (1), а следовательно, потенциаль-
ности электрического поля 

,E U 


 

где U — электрический потенциал, и в приближении сильной вытяну-
тости плазменных неоднородностей вдоль магнитного поля Земли 
можно использовать двумерное приближение процесса [1; 4], уравне-
ния которого имеют вид 
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где ̂ — тензор интегральной проводимости; A


— источники тока. 
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Для вычисления коэффициентов уравнений системы могут быть 
использованы глобальные термосферные модели, например MSIS [6]. 

Для решения этих нестационарных уравнений необходимо задать 
начальные значения, содержащие при необходимости начальные возму-
щения. Уравнения (2), (3) этого приближения описывают поперечный 
силовым магнитным линиям перенос частиц и энергии соответственно. 

Разностные схемы, предназначенные для решения уравнений пе-
реноса в задачах НРТ, должны обладать достаточной точностью при 
моделировании на сравнительно грубых сетках. Основная проблема 
для них — усиление неоднородностей механизмом НРТ. При этом мо-
гут усиливаться и погрешности аппроксимации, что приводит к нефи-
зическим результатам. При этом хорошо известно, что схемы первого 
порядка обладают выраженным эффектом размазывания, линейные 
схемы второго порядка не монотонны, дисперсия разностных схем 
приводит к искажениям качественного и количественного характера, а 
немонотонность метода может приводить к нефизическим результа-
там. Поэтому выбор метода решения уравнений переноса в задачах мо-
делирования НРТ является ключевой проблемой. 

Исследуем возможность применения метода решения уравнений 
переноса, построенного на основе предложенной в [7] новой разност-
ной «Z-схемы», которая может быть использована для решения про-
стейшего одномерного уравнения конвективного переноса. 

Эта схема имеет второй порядок аппроксимации по времени и ко-
ординате и абсолютно устойчива. При этом в [7] утверждается, что она 
монотонна, что неверно в силу теоремы Годунова. 

Для тестирования рассмотрим простейшее одномерное уравнение 
переноса вида 

 0,
n n

V
t x

 
 

 
 

где n — концентрация; V — скорость переноса; t — время; x — коорди-
ната. При этом будем считать, что V  const и V  0. 

Обозначим шаги равномерной сетки по переменным t и x через  и 
h соответственно. 

На рисунке 1 показан шаблон разностной схемы (Z-схемы), пред-
ложенной в работе [7]. 

 

 
Рис. 1. Шаблон разностной схемы (Z-схемы) 
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Для определения количественных значений погрешности прибли-
женного решения определяем по формулам, которые соответствуют 
норме L2: 
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где pn — погрешность концентрации; pd — погрешность разностной 
производной; n0 — точное решение; d — разности первого порядка от 
величины n; d0 — разности первого порядка от точного решения n0. 

Суммирование проводится по всем узлам сетки для формулы (4) и 
по всем ячейкам сетки для формулы (5). 

Для получения монотонной схемы используем подход, описанный 
в работах [8—10]. Но в отличие от этих работ для коррекции схемы ис-
пользуем не потоки, а их аналоги («косые потоки»). 

Исходная разностная Z-схема, согласно [7], имеет вид 

 
1 1 1

1 1 0.
2

m m m m m m
j j j j j jn n n n n nV

h h

  
    

      
 

Эту схему перепишем в следующем виде, одновременно добавив 
корректирующие множители: 
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где f с индексами — корректирующие множители. Если fs  1, то полу-
чаем схему из работы [7]. Если величины f выбрать в виде функций 
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то при надлежащем выборе вида функций f(r) получим монотонную 
схему.  

Поскольку можно построить формальное соответствие между схе-
мами в [8—10] и предлагаемой схемой, то выбор корректирующих 
функций может быть сделан таким же, как в этих работах. В частности, 
для приводимых ниже результатов тестирования выбрано 
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r
f r
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r  0, 

 f (r)  0, r  0. 

Для численных экспериментов было выбрано V  1, а область ре-
шения x  [0, 200], t  [0, 80]. Тестирование проведено для начальных 
профилей, показанных на рисунке 2. 
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a b 
 

 
 

c d 

Рис. 2. Начальные профили для n:  
a — трапеция; b — треугольник; c— двойной треугольник;  

d — гладкий колоколообразный профиль 

 
На рисунке 3 показаны профили, полученные после 1200 шагов по 

времени для начального профиля типа d. 
 

 

Рис. 3. Профили n через 1200 шагов по времени. 
Справа показана увеличенная в 10 раз верхняя часть левого рисунка: 

тонкая линия — точное решение, толстая линия — численное решение 
 
На рисунке 4 показана зависимость погрешности pn для профиля 

типа трапеции a от номера N шага по времени. 
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Рис. 4. Зависимость погрешности pn для профиля типа a 

от номера N шага по времени 
 
Эта зависимость хорошо аппроксимируется линейной формулой 

ln pn  0,371ln N  7,565, 

что соответствует 

pn  5,1810-4N0,371. 

Аналогичная зависимость для профиля типа b имеет вид 

ln pn  0,405ln N  7,432, 

что соответствует 

pn  5,9210-4N0,405. 

Для задач неустойчивости важным параметром является также по-
грешность разностной производной. На рисунке 5 показана зависи-
мость погрешности самой величины и ее разностной производной для 
гладкого начального профиля типа d от количества шагов по времени. 

 

 
Рис. 5. Зависимость погрешностей для профиля типа d 

от номера шага по времени: a — dn; b — pn 
 
Для гладкого решения с начальным профилем типа d, который был 

задан формулой 

n  a((x  38)(x  62))2, 

причем параметр a в этой формуле задан так, чтобы максимальное зна-
чение n было равно 100, проведено экспериментальное определение 
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порядка аппроксимации. Для этого были выполнены расчеты с разны-
ми шагами по пространству и, соответственно, по времени. Их резуль-
таты для момента времени, равного 80, представлены в таблице. 

 
Экспериментальное определение порядка аппроксимации 

 

h 0,1 0,05 0,025 0,0125 0,00625 

pn 3,0510–3 8,6610–4 2,4510–4 6,9910–5 2,0010–5 

 
Обработка результатов, показанных в таблице, дает следующую 

оценку погрешности для этой серии расчетов: pn  0,195h1,81. 
Приведенные результаты были получены для шага по времени, 

равного 2/3 от шага Куранта. При превышении шага Куранта постро-
енная схема теряет монотонность, но остается устойчивой. Таким обра-
зом, построенная разностная схема при шагах по времени, не превы-
шающих шаг Куранта, является монотонной и показывает хорошие 
точностные характеристики для решений разных типов. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ по проекту 14-01-00020. 
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УДК 004.896 
 

Е. В. Корягин, О. В. Толстель,  
Д. Н. Хуторной, А. Г. Челядинский 

 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РОБОТА-АВТОМОБИЛЯ 

В СИМУЛЯТОРЕ GAZEBO  
 
Представлены промежуточные результаты разработки системы 

управления робота-автомобиля в виртуальной среде Gazebo. Рассмот-
рен прототип физической модели робота. Изучены алгоритмы плани-
рования и картографии. 

 
Interim results of the development of the control system of the robot vehi-

cle in a virtual environment Gazebo are presented. A prototype of a physical 
model of the robot is considered. Scheduling algorithms and mapping are 
studied. 

 
Ключевые слова: роботизированный автомобиль, система принятия ре-

шений, микроконтроллер, блок управления, система навигации, картографи-
рование. 

 
Key words: robotic car, decision-making system, microcontroller, control unit, 

navigation system, mapping. 
 

Для создания более совершенной математической модели робота-
автомобиля была разработана его физическая модель. В качестве осно-
вы этого робота была взята модель радиоуправляемого автомобиля 
HSP, а именно весь ее «нижний уровень». «Верхний уровень» был пол-
ностью переработан и состоял из следующего набора элементов: 
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